Hatvanyozas és négyzetgyok

Definicié: a e R, n e Z

a’ =1 ha a=0
a' =a
a" =a-a-a-...a (n tényezbs szorzat) ha n>1
1
a" = " ha a=0, n<0.
ai‘l
A hatvanyozdas azonossagai:
al’l .am — an+m a n an
an . am — an—m (Ej :b_n
(ab)n _ an _bn (an)m _ anAm

Definicid: Az x valds szdm normaélalakjanak nevezzik az a-10° kifejezést, ha x =a-10",
ahol 1<a <10 és b egész szam.

Definicié: Az a nem negativ valds szam négyzetgyokén azt a nem negativ szamot értjik,

amelynek a négyzete a. Jeldlés: Ja (VJa=0, a=0, (\/E)2 =a)
Kovetkezmény: va® =ld|

A négyzetgyOkvonas azonossagai:

Jab = Ja-/b ha a>0,b>0

=— ha a>0,b>0

\/a_”z(\/g)n ha a>0
Masodfokl egyenletek

Altaldnos alak: ax’ +bx+c=0 a0

Megolddképlet:
. = —b++/b* —4ac
12 2a
Diszkriminans: D =b* —4ac
Megoldasok szama a valos szamok korében:
2 megoldas, ha D>0
1 megoldds, ha D=0
0 megoldas, haD<0

X,,Xx, az egyenlet gyokei

Gyoktényezés alak: ax’ +bx +c = a(x — xl)(x - xz)
. . . b c ... .
Gyokok és egyutthatok dsszefliggése: X t+X, =——, X, X, =— (Viete formulak)
a a
MasodfokU kifejezés grafikonja parabola.
Minimuma van, ha a > 0; maximuma van, ha a <0.

Szélséértékhelye: ;— -nal talalhato.
a



Geometria

Tétel: (Parhuzamos szel6k tétele) Ha egy sz0g szarait parhuzamos egyenesekkel metssziik,
akkor az egyik szaron keletkez6 szakaszok aranya megegyezik a masik szaron keletkezd
megfeleld szakaszok aranyaval..

Tétel: (Parhuzamos szelGk tételének megforditasa) Ha két egyenes egy szO0g szaraibdl olyan
szakaszokat vag le, amelyeknek aranya mindkét szaron egyenlG, akkor a két egyenes
parhuzamos.

Tétel: (Parhuzamos szelGszakaszok tétele) Egy szO0g szarait metszd parhuzamosokbdl a
szarak altal kimetszett szakaszok aranya megegyezik a parhuzamosok altal az egyik szarbal
kimetszett szakaszok aranyaval.

e Az Aaranyl hasonlosagi transzformacid barmely AB szakasz hosszat |ﬂ|-AB

hosszUsagura valtoztatja.
e Két haromszog hasonld, ha megfelel6 oldalaik hosszanak aranya egyenlé.
e A haromsz6g kézépvonala parhuzamos és fele akkora, mint a harmadik oldal.
e A haromszé6g sulypontja harmadolja a sulyvonalakat.

Haromszoégek:

Tétel: (Haromsz6g-egyenlétlienség) Egy haromszogben barmely két oldal 6sszege nagyobb a
harmadik oldalnal. a+b>c; a+c>b és b+c>a

Tétel: Egy haromszog barmely kils6é szége megegyezik a nem mellette fekv6 két belsd szbg
Osszegével. y'=p+a

Tétel: Haromsz6g belsé szogeinek 6sszege 180°. a+p+y=180°
Tétel: Haromszog kiilsé szogeinek 6sszege 360°. o'+p'+y'=360°

Haromszégek osztalyozasa:

e hegyes sz6gli (minden szdge hegyes sz6g)
e tompa szogl (van egy tompa szdge)

e derékszogl

Haromszog nevezetes vonalai

magassagvonal magassagpont

sz6gfelez6 beirhatd kor kdzéppontja
oldalfelez6 merd6legesek koré irhatd kor kozéppontja
sulyvonal sulypont

kozépvonal -

Terulet kiszamitasa:

a'ma_b'mb_c'mc ~ - - - _K
= 2 - 2 - 2 THéron_\/S(S a)(S b)(S C) (S_Ej

T=r-s, T:a_bc
4R
T =a-b-sinyx

a-b
2 Tderékszég,’ihéromslﬁg = 2

ahol r a beirt, R a koré irt kor sugara




Deréksz6gl haromszdgekre vonatkozg tételek:

Tétel: (Thalesz tétel) A sikon azon pontoknak a halmaza, amelyekbdl egy adott AB szakasz
derékszog alatt latszik, az AB atméréjl kor, kivéve az AB szakasz két végpontjat. Ezt a kort
az AB szakasz Thalész-korének nevezzik.

e Egy derékszogl haromszog szogei akkor és csak akkor 30°, 60° és 90°-osak, ha az atfogd
kétszer olyan hosszl, mint a révidebbik (30°-kal szembeni) befogé.

e Egy korhoz kilsé pontbol érintét a Thalész-kor segitségével szerkeszthetiink.

Tétel: (Pitagorasz tétel) Derékszogl haromszég befogdi négyzetének 6sszege megegyezik az
atfogd négyzetével.

Tétel: (Pitagorasz tétel megforditasa) Ha egy haromszogben a két rovidebb oldal
négyzetének O©sszege megegyezik a harmadik oldal négyzetével, akkor a haromszog
derékszogd.

e Derékszogli hdromszognél a>+b* =c?
Hegyes szog(i hdromszognél  a”® +b* > ¢?
Tompa sz6gl hdromszognél  a® +b* <c¢?

2 2

o Az A(al;az) és B(b];bz) pontok tavolsaga: AB:\/(a1 —bl) +(a2 —b2)

e Téglatest testatldja: f =+va’ +b* +c°
Tétel: (Magassagtétel) A derékszégl haromszog atfogdjahoz tartozé magassaga meértani
kdzepe annak a két szakasznak, melyekre az atfogét bontja.(m’ = xy)

Tétel: (Befogdtétel) Derékszogl haromszogben az egyik befogd mértani kdzepe az atfogdn
lévé merbleges vetlletének és az atfogonak. (a’ =cx)

e Két szakasz mértani kézepe a magassagtétel segitségével szerkeszthet6.

Altaldnos haromszégekre vonatkozd tételek:

Tétel: (Szogfelezb tétel) Barmely haromszdgben egy bels6 szdg felezGje a szemkozti oldalt a
szomszédos oldalak aranyaban osztja két részre.

Tétel: (Szinusztétel) Barmely hdromszogben az oldalak ardnya megegyezik a veliik szemben
fekv6 szbgek szinuszanak aranyaval.

a:b:c=sina:sing:siny

e A hdromszog oldaldnak és a szemben fekvd szdg szinuszéanak hanyadosa allandd,
egyenld a koré irt kor atmérdjével:

_a _ _b _ _c _9R
sine sinf siny

Tétel: (Koszinusztétel) Barmely haromszégben az egyik oldal négyzetét megkapjuk, ha a
masik két oldal négyzetének 6sszegébdl kivonjuk a kozbezart szog koszinuszdnak és ezen
két oldal szorzatanak kétszeresét.

¢’ =a’+b*—2abcosy



Négyszog Keriilet Teriilet
Trapéz: olyan négyszog, amelynek van parhuzamos . a+cm
oldalpiria. K=a+b+c+d T:( ) a

2

Paralelogramma: olyan négyszog, amelynek szemkozti
oldalai parhuzamosak. T=a-m,
o szemkozti oldalai egyenldek; _ .
o két-két szemkozti oldala parhuzamos és egyenlo, K=2(a+b) T=a-b-sin 7/ _
o (tl6i felezik egymdst; 7 az oldalak szoge
o kozéppontosan szimmetrikus négyszog,
Rombusz: olyan négyszog, amelynek oldalai egyenld e. f
hosszuak. K =4a T=a- m, =——
o atloi merdlegesen felezik egymast; 2
Deltoid: olyan négyszog, amelynek két-két szomszédos oldala K =2(a+h) T = e-f
egyenld hosszu. 2
Téglalap: olyan négyszog, melynek minden szoge derékszog. K =2(a+b) T=ab
o atloi egyenld hosszuak és felezik egymast, B
Négyzet: olyan négyszog, melynek oldalai és szogei . a2
egyenldek. K=4a T=a

e-f-siny

r = T =
Altalinos négyszog K=a+b+c+d 2

y az atlok szoge

Definicio: Harnégyszognek nevezziik azokat a négyszogeket, melyek koré kor irhato.

Tétel: Egy négyszOg akkor és csak akkor hurnégyszog, ha két szemkozti szégének Gsszege

180°: a+y =L+ =180°

Definicié: Erinténégyszognek nevezzilk azokat a négyszdgeket, melyekbe mind a négy

oldalukat érint6 kor irhatd.

Tétel: Egy konvex négysz6g akkor és csak akkor érinténégyszog, ha a két-két szemkozti

oldal hosszanak 0sszege egyenl6: a+c=b+d.




Koér:

Tétel: Az érintési pontba hlzott sugar merdleges az érintdre.
Tétel: Koérhoz kils6é pontbdl huzott érinté szakaszok egyenldek.

Definicio: A kor keriileti szogének nevezzik mindazokat a konvex szogeket, amelyeknek
cslcsa a kor kerlletén van és két szaruk vagy két har, vagy egy hur és egy érinto.

Tétel: (K6zponti és kerlileti szégek tétele) Egy korben adott ivhez tartozd kozépponti szog
kétszerese az ugyanazon ivhez tartozo kertleti szognek.

Tétel: (Keriileti sz6gek tétele)Egy koOrben az ugyanazon ivhez tartozdé kerileti szogek
egyenldk.

Tétel: A sikon azoknak a pontoknak a halmaza, amelyekbdl egy adott AB szakasz adott
(0° < <180°) szbgben latszik, két szimmetrikus koriv (latészog koriv). Az adott szakasz a
két szimmetrikus koériv kdzos hurja. Ennek végpontjai nem tartoznak a latészogkorivhez.
Tétel: A koérhoz a klls6 pontbdl huzott érintészakasz mértani kozepe annak a két
szakasznak, amelyek a kiils6é pontra illeszked6 barmely szel6n a ponttdl a korrel alkotott
metszéspontokig terjednek. ( PE* = PA- PB)

Tétel: Ha egy kérhoz kils6 pontbdl tetszéleges szel6ket hlzunk, akkor az egyes szel6kon a
P pontbodl a korrel alkotott metszéspontokig terjed6 szakaszok szorzata allandé.

kertlet K=2rx
terilet T =r2r
o sz6gl koériv hossza(/) . 2rr
I=—a«a
360
a sz6gl korcikk terilete r2r

i-r
Tiorcick = %0’ v Teorcike = 7

N oldali konvex sokszo6g:

=2r’r+ M 2rr

atléinak szama n-(n-73)
2
belsd szdgeinek dsszege (n—2)180°
kils6é sz6geinek 6sszege 360°
Testek Felszin (A Térfogat (V
kocka 6a’ a’
téglatest 2(ab + ac + be) abc
egyenes haSéb 2]:1[up + T;w/a'st = 2]:1/(117 + M Ku/ap ]—;lap : M
egyenes henger 2]:11ap + I;)ala'st = 27"27Z'+ M Kalap = TZJIap ’ M = rzﬂ.. M

gula

T, +T

alap paldst

szabalyos n oldalu
gula

T, +T

alap paldst

=T

alap

1T




Vektorok

Mlveletek: 6sszeadas, kivonas, szammal szorzas

Definicié: A V vektor az aés b vektorok linearis kombinaciéja, ha taladlhaté olyan
a,feR, melyre v=a-a+f-b.

Tétel: Ha aésb nem parhuzamos vektorok, akkor az a, b vektorok sikjdnak tetszdleges V
vektora egyértelmiien felbonthaté az aés b vektorokkal parhuzamos
Osszetevikre.

(Vv vektor egyértelm(ien felirhatd az a és b vektorok linedris kombinacidjaként)

=li=1

Definici6: Az a vektor koordintdi az i,j bazisrendszerben (a;a,), ha a=a,i+a,j.

Tétel: Ha adottak az A(a,;a,), tovabba B(b;;b,) pontok, akkor az AB=b-a vektor
koordinatai (b, —a,;b, —a,)

Bazisvektorok: i,j egymasra merdlegesek,

Definicié: Az a vektor abszolut értékén az a hosszat értjik. Jelolés: |a|
Tétel: Ja| =/a +a; , ahol a(a,;a,).

Kovetkezmények:

R ; a
e airanyu egységvektor: a, :H
a

e merodleges vektorok felirasa sikban: a(al;az)—re meré6leges pl. a'(az;—al) vagy

a"(_ az§a1)

Definicié: Az a és bvektorok skaldris szorzata a-b = |a|-|b|~cos;/ , ahol y a két vektor altal

bezart sz6g.

Tétel: a-b=a,b, +a,b,, ahol a(al;az) és b(bl;bz).
Tétel: a-b =0 < amerdleges b-re.
Koévetkezmények:

e vektorok szégének kiszamitasa

e merdleges vektorok felirasa: a(al;az)—re medleges pl. a'(az;—al) vagy a"(— az;al)
Tétel: Ha egy O pontbdl az A pontba mutat az a, a B-be a b vektor, és az F pont az AB

-_— +b
szakasz felezOpontja, akkor f = OF = a 7

Tétel: Ha egy O pontbdl az A pontba mutat az a, a B-be a b vektor, és az AB szakaszt a D

, — +ob
pont AD:DB=a: 3 aranyban osztja, akkor d =0D = ,Ba—ﬂ .
o+

Tétel: Ha egy O pontbdl az ABC haromszog cslicsaiba az a, b, ¢ vektorok mutatnak, akkor a

. ; . . . — a+b+c
haromszog S sulypontjaba mutaté vektor: s =08 =—



