Szamelméleti fiiggvények

Definicioé : Az f fliggvényt szamelméleti fliggvénynek nevezziik, ha értelmezési tartomanya a

természetes szamok halmaza.

Definicio: Az f(n) szamelméleti fiiggvényt multiplikativnak nevezziik, ha minden m, n[IN,
(m,n)=1 szamparra f(m )= f(m) [f{n).

Definicio: Az f(n) szamelméleti fiiggvényt totalisan multiplikativnak nevezziik, ha minden
m, nlN szdmparra f(m )= f(m) [fin).

* d(n) = n pozitiv osztdinak szama

= 0O(n) = n pozitiv osztdinak 0sszege

= ¢(n) = n-hez relativ primek szama, melyek n-nél nem nagyobbak (Euler-féle
fliggvény)

Tétel: A d(n), o(n) és ¢(n) fiiggvények multiplikativ szamelméleti fliggvények.

Tétel: Ha az n természetes szam primtényez0ds felbontdsa 7 = pi' Op3 0...0p;" akkor
dn)=(,+D@,+DO..0O@,+1)

Biz: A szdmelmélet alaptétele miatt n osztdiban is csak aPi>Pi>---P, primtényezok
szerepelhetnek. P: kitevéje lehet O:1,2,...0; tehat 0; + 1-féle. Mivel a kitevSk vélasztasa
az egyes primtényezoknél egymastol fiiggetlen, ezért (¢,+ D@, + DO..0@, +1).
féleképpen valaszthatjuk a kitevoket, és ugyancsak a szdmelmélet alaptétele miatt
ilyenkor valoban kiilonb6zd osztoit kapjuk n-nek. (Ha csupa 0 kitevot valasztunk, akkor
az 1-es osztdt kapjuk, ha a maximalis kitevOket, akkor magat az n szdmot.)

PL. d(28)= d(2°07)= 302= 6 valoban: 1,2,4,7,14,28

d(5040) = d(2*03*0507) = 5030202 = 60

Tétel: Ha p prim és n[IN akkor p(p")=p"-p"
a
Biz: P -nak csak olyan szammal lehet 1-t6] kiilonb6zd kozos osztdja, amely p-vel
a
oszthat6 és természetesen minden ilyen esetben a p kozos oszto. Tehat, ha? -hoz relativ

primek szdmat kell meghatarozni, akkor minden p-edik szdmot ki kell venni, tehat

¢ _ a-1
P " P darabot kapunk.

Tétel: Ha az n természetes szam primtényez0ds felbontasa 5 = pl Ops: 0...0p¢- akkor

¢ (n)=n(- l )1 - L)D...D(l- L)
P,y )2 p,



Biz: A multiplikativitas miatt
b (m)= 9 (P! (P LT (p2r) = (pf = i il pt - pt )l - pi)=

—n(l- 1 )1 - L)D...D(l- L)
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Pl p(28) = 28 DE D7= 12 valoban:1,3,5,9,11,13,15,17,19,23,25,27
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Tétel: Ha p prim és n[IN akkor 0(p")= ?
Biz: Az osztok, mind p hatvanyai, melyek mértani sorozatot alkotnak.
o+l _
0 (p )= 14 ptpre = 2
p-1
Tétel: Ha az n természetes szam primtényezds felbontasa 5 = pl Op32 0...0p¢- akkor
0|+1_1 112+1_1 0r+1_1
¢ (n)= 2 nP2 0..08
p-1 Py 1 p, -1
2°-1_7"-1 _
Pl. 0(28)-= 0 = 708=56 valdban: 1+ 2+ 4+ 7+14+ 28= 56

5 _ 3 _ 2 _ 2 _
0 (5040) = 21 1D32 1D54 1D76 1=31D13D6D8= 19344

Definicio: Az n természetes szamot tokéletesnek nevezziik, ha egyenld az 6nmaganal kisebb

pozitiv osztoinak sszegével. (Ilyenkor 0 (1) = 2n)

Az elnevezés a Pithagoreusoktol szdrmazik.A legkisebb tokéletes szamok az n=6; 28; 496;
8128. Ezeket mar Euklidesz (Kr. e. III. szdzadban) is ismerte. Elemek cimii miivében igazolta,

hogy:
Tétel: Ha 2° - 1 primszém (Mersenne-prim), akkor 27" (2" - 1) tokéletes szam.
Eulertdl szarmazik a tétel megforditasa (kb. 2000 évvel késdbb) igazolta, hogy:
Tétel: Ha n paros tokéletes szam, akkor 7 = 272" - 1), ahol 2* - 1 prim.

fgy n akkor és csak akkor paros tokéletes szam, ha 7 - 27 M, ahol M, Mersenne-prim.
Nem tudjuk, hogy létezik-e végtelen sok Mersenne-féle prim, igy azt sem tudjuk, hogy van-e
végtelen sok tokéletes szam. Arra a kérdésre sem ismerjiik a valaszt, hogy létezik-e paratlan
tokéletes szam.



