Kongruenciak, szamrendszerek

Maradékos osztas: 4.0, a2 b pozitiv egész szamokhoz egyértelmiien talalhatunk olyan ¢
és I egész szamokat melyekre @ = blg+ r ahol 0< r<b. Ilyenkor 9 -t @ -nak b -vel valo
osztasakor keletkezd hanyadosnak, 7 -t pedig maradéknak nevezziik.
Def: Az @D 0-to] killonboz6 természetes szamok legnagyobb kozos osztéjan azt a d
természetes szamot értjiik, mely @ -nak és b -nek is osztoja, és a kozds osztok koziil a
legnagyobb.

Jelolés: (a;b)

pl. (960;1056) = (2 B305;2° B3011) = 2° B = 96
Euklideszi algoritmus: %0 természetes szamok
Elosztjuk az ¢ szamot b -vel maradékosan, majd b -t a maradékkal stb.., mindig az osztét a
maradékkal. Addig folytatjuk ezt, amig 0 maradékra nem jutunk.

az=bq +n, ahol 0< 7, <b

b=rg,*r, ahol 0< r, <71,

For = 14, t 1, ahol 0< 7, <7y

Tt = 1l ahol a maradék mar 0

Mivel a maradékok egyre csokkennek igy az eljaras biztosan véget ér véges sok 1épésben.
Tétel: Az @D természetes szamokon végrehajtott euklideszi algoritmus utols6 nem 0
maradéka a két szam legnagyobb k6zds osztoja.

F. és drn-l 0 d|rn-lqn+rn = ”n-z-nek,

Biz: Az utolsé sor alapjan d=r, osztdja 7u-1-nek. d
stb... Soronként visszafelé haladva ¢ |b ésd

masik k6zOs osztot valasztunk és lefelé haladunk az algoritmusban azt kapjuk, hogy ez a

@ -t kapjuk, tehat valoban ko6zos oszt6. Ha egy

koz0s osztd d-nek is 0sztoja, ezért d a kozos osztok koziil csak a legnagyobb lehet.

P1.(1972;1852) = 2
1972:1852=1 1852:120= 15 120:52=2 52:16=3 16:4=4
120 52 16 4 0
A fentiek alapjan: (1972;1852) =4
Feliras: a-val » maradékot ad6 szamok altalanos alakja: a Uk + r
Oszthatosag illetve maradékok vizsgalatanal elég csak a maradékokkal elvégezniink a
miiveleteket vagyis Osszeg, kiillonbség, szorzat maradéka a maradékok Osszege, kiilonbsége,

szorzata.

PI. vizsgaljuk a négyzetszamok 4-gyel vett maradékat!
Biz:TetszOleges egész szam felirhato 4k+* r alakban, ahol r=0,1,2,3 lehet.
(4k+ r)2 = 16k> + 8kr+ r* kifejezés 4-es maradéka csak 7°-bdl szarmazhat, s mivel

r* = 0,1,4,9 ezért a négyzetszdmok 4-gyel osztva 0 vagy 1 maradékot adnak.



Miiveleti tablak: (mod3)

+ 0 1 2 3 4 * 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0 0
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3
3 3 4 0 1 2 3 0 3 1 4 2
4 4 0 1 2 3 4 0 4 3 2 1

Defl: Az a és b egész szamokat az m # 0 egész szamra nézve kongruensnek nevezziik, ha a
és b az m-mel valo osztaskor azonos maradékot adnak. Jelolés: @ = b (mod m)
Def2: a= b (mod m) ha m|b- a  ahol @b,m# 00 Z A két definicio egymassal ekvivalens.

A kongruencia tulajdonsagai: @.b,c,d,m# 00 Z

1. asa (mod m) reflexiv

2. a=b0 b= a (modm) szimmetrikus

3. a=blb=cl atz c(modm) tranzitiv

4. a=b0 a"=b" (modm),ahol k0 N a kongruencia hatvanyozhato

5. a= bl atc=btc (mod m) kongruencidhoz hozzdadhatunk egész szamot
6. a= bl allcz bl (mod m) kongruenciat megszorozhatjuk egész szammal
7. a=bhlc=zdl atc= bt d(modm) két kongruencia dsszeadhato, kivonhato

g8 azblc=d0l alc= bld(modm) két kongruencia §sszeszorozhato

m
9. ale=ble (mod m) 0 azb EmOdW% oszthatunk, de ekkor a modulus is valtozik!

Kis Fermat-tétel: Ha p primszam és (a3 p) = I, akkor a”' = 1 (mod p)

A tételbol kovetkezden: a” = a (mod p) minden a-ra.

Euler-tétel: Ha (a;m) = 1 akkor '™ = 1 (mod m) , ahol ¢ (M) az m-nél kisebb, hozz4 relativ
prim pozitiv szamok darabszamat jelenti.

Wilson-tétel: Ha p primszam, akkor (p-1)t= - 1{mod p)

Szamrendszerek:

Az a alapt szamrendszerben a 0,1,2,...a-1 szamjegyeket hasznalhatjuk, s a helyiértékek az a
alapszadm hatvanyai.

P1.1234, = 105° + 2057 + 305" + 405° = 194,

Muveleti tablak 5-0s szamrendszerben:

+ 0 1 2 3 4 * 0 1 2 3
0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0
1 1 2 3 4 |10 1 0 1 2 3 4
2 2 3 4 |10 | 11 2 0 2 4 | 11 | 13
3 3 4 [ 10 | 11 ) 12 3 0 3 [ 11 | 14 ] 22
4 4 [ 10 [ 11 | 12 [ 13 4 0 4 [ 13 | 22 ] 31




Atvaltas 10-b8l 5-6s szamrendszerbe: A szamot, majd a hanyadost 5-tel osztjuk maradékosan
addig, amig a hanyados 0 nem lesz. Ezutan a maradékokat forditott sorrendben leirjuk.
Pl. 346 1 346,, = 2341,

694
13|13

2|2
0

Atvaltas 5-6s szamrendszerbdl tizesbe: Az els helyiértéket, illetve a tovabbiakban az
eredményt 5-tel szorozzuk, majd hozzéadjuk a kovetkez6 helyiértéket. Ezt ismételjiik az

0sszes szamjegyre.
pl. 1234, = ((105+ 2)05+ 3)05+ 4= 194,



